Calculo de la potencia de salida por los puertos
de un Beam Position Monitor (BPM)
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Objetivo

» El objetivo es obtener el voltaje y la potencia por los puertos de salida de un Beam Position Monitor
(BPM) de tipo cavidad reentrante, mediante tres métodos diferentes: Boundary Integral Resonant
Mode Expansion (BIR-ME), férmula tedrica, y simulaciones numeéricas con CST Microwave Studio

(CST MS)

» Haciendo esto, se pretende verificar la aplicabilidad BIR-ME para el estudio tedérico del BPM,
constituyendo una alternativa a las simulaciones Particle-in-Cell (PIC) con CST MS

e
\

Esquema en CST MS del BPM de Saclay 4
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Descripcion general del método BIR-ME

» ElI método BIR-ME es una técnica modal avanzada de onda completa para el analisis
electromagnético preciso y eficiente de guias de onda y cavidades de microondas de forma arbitraria
que incluyan obstaculos metalicos y dieléctricos de geometria arbitraria

» Segun BIR-ME, dada una cavidad de microondas con un numero arbitrario de puertos P conectados
a la misma, las corrientes equivalentes medidas en cada puerto, generadas por una fuente interna
de corriente dentro de la cavidad, se expresan como

P Ny
1= 0 D Z R ] En() - JG)aV
v=1n=
w' S B ) Yl;"“’) es la matriz multimodal de admitancias generalizada
[ = z Z Y W u, v representa el nimero del puerto
v=1n=1 |, n representan los modos del puerto

M m es el modo resonante de la cavidad

() _ ) ki . N P es el numero total de puertos
[ Z Fy kz k2 j m(r ) - ](r )av’ N,, es el numero de modos considerados en el puerto v
Vn(v) es el voltaje equivalente del modo n en el puerto v
M es el numero total de puertos considerados en la cavidad

W _ I P k., son los autovalores de la cavidad sin pérdidas
U j Hp(7) - by (F)dS k es el vector de ondas
S(w) Em es el campo eléctrico del m-ésimo modo resonante de la
cavidad (sin pérdidas)
« Para considerar pérdidas f es la densidad de corriente eléctrica que excita la cavidad
ﬁf”) es el campo eléctrico del I-€simo modo del puertou
km = Km0 Kky, =k, (1 = L) + j Lom S(u) es la superficie de interseccién entre la cavidad y el
2Qm 2Qm puerto p

Q,,, es el factor de calidad del modo m-ésimo de la cavidad
sin cargar 6



Descripcion general del método BIR-ME

» La cavidad resonante, junto con los puertos, puede describirse mediante un modelo circuital
equivalente, que permite combinar los resultados de las corrientes equivalentes del método BIR-ME
de la siguiente forma

P N,
19 =3 v @y z A i f B - JGHaV’
v=1n=1
P N,

(O V), (v) i S '
=0, 0 W>Z%pfjmmxmv

v=1n= 14
Il(ﬂ) — Il(l"-) + il(ﬂ)

" . . . 1) '
» Definimos los sentidos de las corrientes en el circuito de manera que l I
correspondan con la ecuacién anterior de corrientes equivalentes D S— - ——

obtenida por el método BIR-ME V (,LL) + ( )
+ Aplicando las leyes de Kirchhoff a las mallas del circuito l ‘ Il ¢
(u) t (M,V)

Vl(ﬂ) + Zl(rll'lrv) Il(ﬂ) =0 I(ﬂ) Y(l'l V) V(PL)

Y(ﬂ)v(ﬂ) Y(MV)V(U) + I(M)

Modelo circuital equivalente de la cavidad resonante

7 _ ( y® 4 Y(M,V)) AL,
L in ; Z(” Y) es la matriz multimodal de impedancias generalizada

V(u) _ ( y W + Y(u v)) T(“) Z(”l es la impedancia modal del modo | de la guia del puerto u
1 l

7



Descripcion general del método BIR-ME

Los modos que deben usarse en el método BIR-ME requieren la siguiente normalizacion

j E,-E,dV =6, f Hy, - H,dV =6,
%4 %4

Sin embargo, en CST MS los campos de los modos estan normalizados de manera que la energia total
almacenada en el campo electromagnético, U , es de 1 J, es decir

U=U,+U,=1] u,=U0, — U,=U,=05] U, energia almacenada por el campo eléctrico
e m e m e -m U,, energia almacenada por el campo
magnético
£ -2 -2
Ue=—OJ|E| dv Um=“—°f|H| av
4 4
14

Podemos obtener los factores a y B para la renormalizacion de los campos de CST MS, para que puedan ser
usados en BIR-ME, de la siguiente manera

- - — —
Egir—-me = aEcst Hpir—me = BHcsr

—

N =

a= |—

£ E 2 2 = 2 1 = 2 1
zzoflECSTl v — gzleCSTl dvza_zj|EBIR—ME| dV—a—z_’ a? =%O
v 14

Ho 2 — 1 -
—:Ij HCST| Vo —> —= flI'ICSledV=—2flI'IBm—MElde—_2_> B? _@ — B = /
v Foo o g v d
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Aplicacion de BIR-ME para un haloscopio

» El objetivo de este apartado es aplicar el método BIR-ME para un haloscopio, consistente en una
cavidad cilindrica acoplada por una guia coaxial, que se usa para detectar materia oscura

» Esta estructura, de geometria sencilla y con un solo puerto, es ideal para verificar la correcta
implementacion del BIR-ME, ya que se disponen de resultados tedricos publicados en [1] para

comparar con nuestros propios calculos

Coaxial probe

Longitud de la cavidad, [ = 1000 mm f
Diametro cavidad, d = 90 mm \

1 ,

Conductividad eléctrica, 6=6x107 S/m

radio conductor externo coaxial, b = 2.11 mm
radio conductor interno coaxial, a = 0.635 mm
Conductividad dieléctrico coaxial, g, = 2.08
Campo magnético, Bg= 8T
Jayyao=-8.51x1022

+ Solo hay un puerto (P=1) en el que solo consideramos el modo
TEM fundamental N; =1 — (D
» Solo consideramos el primer modo la cavidad (TMg4p), M=1 Iw I

[ = 1(1)
4 - = =
Il(u) - Il(u) T Il(u) Iy =1+ 1 [ =W
a=11
_ @
I V.=V
(W) ) RN (D) _ a c
W= (YW R ) L~ = W=g—
: L Y - 7 Z(l)
la= _u_ogawaOBejk z k2 — |2 f Hy (7) + hrgy (F)dS f E,(#)-2dV w =
m=1 """ s(w) 5

w)

Potencia de salida por el puerto coaxial —* P, = %Re(VC[‘j‘V) = Ve

(W)
A w,l

Zw

I(u)

X

L.

Esquema de la cavidad cilindrica acoplada por un coaxial

I(P‘)’

V (ﬂ)

T (1)

!,
P

I 1o

(uv)
Z In

[1] P. Navarro et al., “Wide-band full-wave electromagnetic modal analysis of the coupling between dark-matter axions and photons in microwave resonators”, Physics of

the Dark Universe, Volume 36, 2022



Aplicacion de BIR-ME para un haloscopio

» Tras aplicar BIR-ME se obtienen los siguiente resultados en términos de la potencia de salida por el
puerto acoplado a la guia coaxial. Se incluyen ademas los resultados de la Fig. 8 de [1] (articulo

(W)

P

Pablo), de la Ref [16] de [1]

10722 ' ' ' ' '
A —— Articulo Pablo
: - = =Ref[16]
—BIR-ME
10724 ¢
10'26 -
10-28 L ]

254 2545 255 2555 256 2565 257 2575 258
f (GHz)

Potencia extraida de la cavidad excitada por los axiones a través del puerto coaxial en funcion de

la frecuencia

En los resultados de BIR-ME,
ha sido necesario anadir un
offset a la frecuencia para
hacer coincidir la resonancia
con el resto de resultados

Esta pequena diferencia entre
ambos resultados es debido a
que la frecuencia resonante
proporcionada por CST MS no
coincide con las de los otros
datos. La causa de esto es la
falta de precisibn en los
calculos de CST MS con los
recursos computaciones
disponibles (no es un problema
de BIR-ME)

Teniendo en cuenta esta
salvedad, que solo afecta a la
posiciéon de la resonancia, se
constata el excelente acuerdo,
tanto con los resultados de la
Ref [16] como con los del art.
de Pablo
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Formula teodrica para la potencia de salida de un BPM

» La formula tedrica para el voltaje y la potencia de salida a través de los puertos de un BPM se puede obtener
usando una modelizacion circuital de la cavidad resonante de microondas

» La corriente que excita el circuito representa la
corriente del haz de electrones que excita los modos

de la cavidad

> La resistencia representa tanto las pérdidas éhmicas
como la energia que sale por los puertos acoplados a

la cavidad
_ Modelo circuital equivalente para una cavidad resonante de
I'=l¢c+ I+l microondas
awv v 1 1dl d*v 14dv 1 2
I =C— _+_j[/dt = R E— _dv+ﬁd_v+wg[/:1£
at R L Cdt dt? RCdt LC dt? = Q, dt Cdt
wolU 1 1 V02 Q_ es el factor de calidad de la cavidad cargada
Q, = U==CV¢+=LI: U=CV§ P=— C es la capacidad
P 2 2 R L es la autoinductancia
R es la resistencia (representa pérdidas éhmicas
wll  waCV2 1 1 mas energia extraida por los puertos)
L= 0 5 U oCR I ﬂ Wy = — P es la potencia total disipada en el circuito
P V0 RC Q VvVLC (pérdidas 6hmicas mas potencia extraida por los
R puertos)

> Para resolver la ecuacion diferencial del circuito usaremos el truco
de pasar al espacio de Fourier

w, €s la frecuencia de resonancia

V, e |y son las amplitudes del voltaje y corriente,
respectivamente

U es la energia electromagnética
almacenada en la cavidad

total

13



Formula teodrica para la potencia de salida de un BPM

» Usaremos la definicién de transformada de Fourier y se lo aplicamos a la ecuacién diferencial

+00
L wiined dv i d2v y
V() = o j V(w)e’ dw — = jwV(w) —— = —w?V(w)
J dt dt
d*V  wedV  ,  1dl . W . ~ - jw - 7 _jol(w) 1
A el Y Wy _Jjo ®) =
Tt 0, dt + wiV T w*V(w) + L]a)V(a)) + wiV(w) C I(w)—> C 2 o2 +ij0Lw

» La ecuacion diferencial se ha transformado en una ecuacién algebraica en el espacio de Fourier

» Ahora tenemos que calcular la transformada de la corriente del circuito, que supondremos que en el dominio
temporal es de tipo gaussiano, en consonancia con la distribucion del haz de electrones que usaremos

posteriormente en BIR-ME

qu (t—to)?v? v es la velocidad de propagacion de la corriente
I(t) = e 202 o es la anchura temporal del haz
oV2m to es el tiempo en el que la corriente del haz es
maxima
+ +
) a | o [ _wtve? _ et
I(w) = f g o= J e 207 eotdt > I(w) =qe/le 7
oV2im
— 00 — 00
vty I N 22
_ vt—vto . o 27-[ . _O' w
Resultado conocido j e 202 e J¥(dt= 0 e /®ote 202 Wl S %
— 00
0% w?
i - ]q we 21;2 e ]wto . .
» Llegamos finalmente a V(w) == Wo® cuya transformada inversa nos proporciona V(t)

14



Formula teodrica para la potencia de salida de un BPM

» En primer lugar, nos damos cuenta de que podemos usar la siguiente propiedad de las transformadas de Fourier

o?w? 2,2

o~ W

~ iq we 2vZ g /¥l g we 2v2
P(w) =21 — F{f(t — t)} = F(w)e /% F(w) = —
C w2 —w?2+j é’L Wy — w* + j é)L

» Aun asi, obtener la transformada inversa de F(w) presenta una significativa complejidad. Sin embargo, podemos
hacer una aproximacién razonable que nos permite simplificar este calculo

Cerca de la resonancia w2 — w? +ijO_w = (0 + wy)(wy — ) +j% ~ 2w, (wy — w) + j 22 = 20, [wo —w +j2“’70
L

W= W, L QL
g’ w? _dwf
wpe 2v? je 2v? 1
F(w) = = "
2w [wo w +]_O] 2 jwy - jw =5 1 Exacta
ZQL ZQL — Aproximada
08
1 1
F- . 0, :_7:_1{. . wo} 06 |
]wo—]w—? ]w—a)jw0+2—QL 3
0
=_F ‘1{ 1 = —e 20 eluotu ) = 0a|
Wy (E —]) + jw
02t
T_l{ = . } = e~ *u(t) Re(a) > 0 u(t) es la funcion escalon
a+jw 0 ' ' '
0 0.5 1 1.5 2
2wl w, f (GHz)

j Te§ @,
-1 = — = 2v2 2Q Jwot ., . .
FHF(w)} ze v e Lel®otu(t) Comparacion entre el voltaje espectral normalizado, con la

2 3 férmula exacta y con la aproximacion

q T80 —Z0(t—ty) i (t—
V) =55e 27 e % e @o(t=to)y (t — t,) 15



Formula teodrica para la potencia de salida de un BPM

» Hasta aqui hemos obtenido el voltaje en la cavidad, ahora debemos relacionarlo con el voltaje en la guia del puerto

de salida, V,
0'20)0
Voltaje en la cavidad — V()= 2c¢ 2v2 ¢ ZQL(t o) ¢ jeo (- t)u(t — t,)
Q) woU  woCVZ °\@/ ¢ “ih = 7
0o = wolU — woCV§  ZwoVg .
ext — - 2 - g —
P t |74 2 E
ex % Vi wo (Q)
2 2,2 R g’ w} qw 7 /R\ _0’w}
q -Z% gq (R) 2 0G IV, = 2 4 (—) 202 = 0 — 212
Vi=—e 2v2 =—ws|l—]|e 2v2 — Vg R Wo e e
07 2c 2 0\Q (a) Qoxt 2 Q 2 |Qext \Q

02w}
= 4%o Z (R) e 217203 ZQL( tO)ejwo(t—to)u(t _ tO)

Z es la impedancia de la guia del puerto
Q.xt €s el factor de calidad externo
P+ es la potencia de salida por el puerto

V; es el voltaje en la guia de salida
16



Formula teodrica para la potencia de salida de un BPM

» La férmula tedrica para el voltaje de salida a través de los puertos de un BPM dada [2] (se asume un
haz gaussiano desplazado una distancia x, del eje axial), es consistente con la que acabamos de

deducir, teniendo en cuentaque v =c Yy wy = wyy,
o, €s la longitud axial del haz

_t QL wn, €s la frecuencia angular del modo
V(t) = Voute 27 el ®wmt u(t) T=— q es la carga del haz
Wm Q.,: €s el factor de calidad externo de la cavidad

Q, es el factor de calidad de la cavidad cargada

c es la velocidad de la luz en el vacio

x es el desplazamiento del haz respecto al eje

(R/Q), es la shunt impedance normalizada medida en x,
u(t) es la funcién escalén

Z es la impedancia caracteristica de la guia del puerto

2 w3,02 2
P — Wm R - le = 2 X T es el tiempo de decaimiento
out = e q
0

L. x?
Nota: para el modo monopolar, el término — No
0

4Qext \0

aparece

> Los resultados de BIR-ME y las simulaciones PIC de CST MS vienen dadas en el espectro
frecuencial. Por tanto, conviene expresar las férmulas anteriores para voltaje y potencia en el
dominio de la frecuencia, haciendo para ello la transformada de Fourier

Definicion de transformada de Fourier —  F() = F{f(t)} = f+°°f(t) e Jotdt
— 00

~ _t . Jjwot = F —
V(a)) = VoutT {e 27 ) @mt u(t)} | j:{e f(t)} (a) a)o)
Usamos las propiedades: { 5 } 1 2
Fle 2tu(t)f = — :
: 1 1421w
Jw + 5T
V(@) = — YouT _ 2Vourtll = j2t(w = &p)]
14+ 21(w — wy) 14+ 472 (w — wypy)?

[2] S. Walston, “Performance of a high resolution cavity beam position monitor system,” Nuclear Instruments and Methods in Physics Research Section A: Accelerators,
Spectrometers, Detectors and Associated Equipment, vol. 578, no. 1, pp. 1-22, 2007. 17



Formula teodrica para la potencia de salida de un BPM

» La potencia de salida por los puertos del BPM se relaciona con el voltaje a través de la siguiente expresion

vV (e)l*
Z

P(t) =
» Laidentidad de Parseval nos da la siguiente relacion entre el voltaje y su transformada
+00 +00
f V(®)|*dt = L j V()| do
21T
—00 — 00

»  Si multiplicamos a ambos lados de la igualdad anterior por un factor 1/Z

TV s 1 7)) s

f | (Zt)l dt = j P(t)dt=%j | (;)l A= j P(o)da
)|
i) = 21/

> Sustituyendo el valor de V(w) obtenido anteriormente llegamos a

N 2722

2rZ[1 + 47%(w — wyy)?]
- 27%p
P(a)) — out

[l + 472 (w — w,y)?]

18
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Aplicacion de BIR-ME para un BPM

» EIl prototipo del BPM de cavidad reentrante que vamos a analizar con BIR-ME se describe a
continuacién. Suponemos que la cavidad se excita por el paso de un haz con distribucién de carga
gaussiana en la direccion axial con longitud o,, carga total q, y desplazamiento respecto del eje
horizontal Ax

r, = 39 mm

r, = 415 mm jppe——

r3; = 49.5 mm g

L =50 mm N

d, = 40.7 mm b 1

a = 0.51 mm (radio cond. interno coaxial) |}

b = 1.17 mm (radio cond. externo coaxial)

g= 8 mm
o, =3 mm t
Ax =5 mm -
Esquema del BPM
» Para obtener los voltajes de salida necesitamos calcular las corrientes equivalentes
M k P N,
W _ w fw 7 2oy 7 IR TAR W' — W)y, ()
0= 10| W=y S @ BO@as || [ B J@ar || =)y vy
m=1 M S(w) T 7% T v=1n=1
9, Te;
« Hay 4 puertos (P=4) cuya ordenacién es 1 (+y), 2(+x), 3(-y), 4(-x) en los Necesitamos:
que solo consideramos el modo TEM fundamental del coaxial, N, =1
® > Calcular Jg;
(u=1,2,3,4) » Calcular 7
* Consideraremos 3 modos resonantes en la cavidad (M=3), el monopolar - . . . _ (v
(m=1, TMy10) ¥ el dipolar (TM;+,) con las dos polarizaciones (m=2, vertical, » Calcular la matriz de admitancias generalizada Y,
y m=3, horizontal) » Calcular las frecuencias resonantes k,,

20



Aplicacion de BIR-ME para un BPM

Calculo de Jg, gy = j E. ) -J#E)dv'

>

>

>

1%

Para calcular Jg; necesitamos conocer el campo eléctrico de los modos resonantes de la cavidad,

cerrada y sin pérdidas, Em, y la densidad de corriente f (en el dominio de la frecuencia) asociada al
haz de electrones

El campo eléctrico Em se obtiene en CST MS haciendo una simulacién de tipo Eigenmode

El calculo de la corriente | se detalla a continuacion

Sea un haz de electrones con carga q, siguiendo una distribucién gaussiana en la direccion axial, con un
desplazamiento (X, yo) respecto del eje del BPM, desplazandose a lo largo de la direccion axial con una

velocidad v. La densidad de corriente del haz en el dominio del tiempo, f(?, t),viene dada por

(z—vt)2

JEO=pE0F  — JED = e” 2w 50 —x0) S —yo)2

(z—vt)?

8(x — %) 6y — yo)j ~ 207 e-Jut g

J# ) = jf(?,t)e‘jwtdt=2

oV2m
: . . u—z
Haciendo el cambio de variable u =2z — vt du = —vdt t =
1%
+ 0o 5 + oo 5 + 0o 2
_(z-vt)? 1 _u? (u-z) 1 Jjoz (_ L j2u>
j e 20° e‘f‘”tdt=__j e 20%¢e v “du=——e" v e\ 202°°v7) dy
% %
— 00 — 00 — 00
u? N W 1 , .20%w
El término de la exponencial se puede reescribircomo ——= —UuU=—=—=\u°—- u
£ = 202 J v 202 J v

21



Aplicacion de BIR-ME para un BPM

Calculo de Jgg

2

u+_w_ 1 , .20%w
202 IpU T Togz\W T T

2

, .20%w o’w otw?
uc —j u=|(u—j i
v v v

+ oo 2

1 _jwz <_u_+ -2) 1
—e v e\ 262" gy = —e
1% 1%
—00
Haciendo un nuevo cambio de variable u =u—j
2 2
+ 00 (u—ja (1)) + 00
_ v
j e 202 du = j
— 00 — 00
Finalmente, la densidad de corriente queda
como
o?w?
— 7 = ——
Jgy = _I En,(@) - ]J@, w)dV' =qe 2v*

v v

0% w?
jE] = qe_ 2p2 j

_jwz!
En . (x0,¥0,2)e” v dz’

J@# ) = q8(x — x0) §(v — yoe~

2
o?w , o'w* 20%0
U—j =Ut———— u
v v v
u? w 1 o’w o?w?
- tj—u=—(u-— -
202 ]v 202 J v 2v2
2 2
+oo _.0- w
jwz _olw? _(u I )
v e 202 J e 202 du
— 00
2, ,
du’ = du
v
ur?

e 202du’ = oV2nm

g?w? jwz
s S — N

2v2 ¢ v 7

jwzr

j B, (G 57 N = 2) 567 = e > Gl e

La integral de volumen se transforma en una integral de linea a lo largo de
la trayectoria del haz

22



Aplicacion de BIR-ME para un BPM

alcul y H (7)™ @
Calculo de 7, J, = f B, (7) - B9 (7)ds

S(u)
» Para calcular J, necesitamos conocer el campo magneético de los modos resonantes de la cavidad

en las superficies de acoplo entre la cavidad y los puertos de salida, y el campo magnético de los
modos de la guia en los puertos (en nuestro caso, guias coaxiales y solo consideramos el modo

fundamental TEM)
Tenemos cuatro puertos, distribuidos segun las direcciones +y, +x, -y, -X

En primer lugar, hay que describir la geometria de la superficie de contacto entre el coaxial y la
pared del BPM

Geometria de la superficie de acoplo del puerto +v

Superficie de la cavidad reentrante —>  x2 + y? = R?

Y 4
. . . 2 2 2
Superficie de la guia coaxial de acoplo —> X“ +z° =71
L2 R

o o _ x = RcosB R
Parametrizacion de la superficie cavidad reentrante —* y = Rsin6 5
Combinando las dos condiciones obtenemos la —>  R2 o529 4 22 < 72 X
superficie de acoplo

22 <12 —R%c0s20 —> —Jr2 —R2c0s26 <z <+/12 — R2cos2 @

T
r* —R*cos?0 = 0—> r?2 > R?cos? —> |C059|S§ .
Esquema del acoplo entre el BPM y el coaxial
- - en el puerto +y (se muestra solo el conductor
6 € [arcos (_) ,TT — arcos (_)] externo del coaxial)
R radio exterior cavidad reentrante (r;) R R

r radio del conductor externo del acoplador coaxial (b) 23



Aplicacion de BIR-ME para un BPM

Calculo de Ty

—J72 —R%2c0s26 <z <+/r? —R%2c0s2 ——> Se puede parametrizar como 7 = sy/r2 — R% cos? 0 s€e[-1,1]

Recopilando, la superficie de acoplo viene dada por las ecuaciones

r r
x(6,s) = Rcosb 0 € [arcos (—) , T — arcos (—)]
y(6,s) = Rsin 0 R R
z(0,s) = sVr?2 — R2 cos2 @ se[-1,1]

Para hacer la integral J, es necesario conocer el elemento diferencial de superficie, que se puede obtener a partir de

a?xaf
80" s

ds = ddds ——» dS = R\/r2 — R? cos? 0 dfds

Geometria de la superficie de acoplo del puerto -y

Para obtener la parametrizacion de la geometria de acoplo al puerto -y simplemente debemos hacer el cambio de y — -y

0 € |arcos (%) ,TT — arcos (%)]

x(6,s) = Rcosb
y(0,s) = —Rsin 6
z(0,5) = sVr2 — R2 cos2 6 se[-11]

ds = R\/r2 — R? cos? 0 dOds
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Aplicacion de BIR-ME para un BPM

Calculo de Iy

Geometria de la superficie de acoplo del puerto +x

Superficie de la cavidad reentrante —>  x2 + y? = R?

Y a
Superficie de la guia coaxial de acoplo —> 3’2 +z% < r? \
— . vl
Parametrizacion de la superficie cavidad reentrante —* x=R C(_)S o R f
Yy =Rsinf -0
Combinando las dos condiciones obtenemos la —* 2 .. 2 2 )E
superficie de acoplo R®sin0 + 2% <7 2r
v,
z2 <r?—R?sin?9 —> 2 2 cin2 2 2 cin2
= —\/r — R4 sin QSZS\/T — R4 sin= 60
_ T
r2 —R%sin?60 >0 — r2 > R?sin?g — [sind| SE
Esquema del acoplo entre el BPM y el coaxial en el
r r puerto +x (se muestra solo el conductor externo del
0 € |—arcsin (—) ,arcsin (—)] coaxial)
R R
x(6,s) = Rcosf
y(0,s) = Rsinf
z(0,s) = sVr2 — R?sin% 0 dS = Ry/r? — R?sin? 6 dOds

Geometria de la superficie de acoplo del puerto -x

Para obtener la parametrizacion de la geometria de acoplo al puerto -y simplemente debemos hacer el cambio de x — -x

x(0,s) = —R cos 6 6 € |—arcsin (%) ,arcsin (1)]

_ : R
y(6,s) = Rsin6 dS = R\r2 — R2 sin2 0 dOds
z(0,s) = sVr2 — R?sin2% 6 s€[-11] 25




Aplicacion de BIR-ME para un BPM

Calculo de Iy

Campo magnético de la quia coaxial de acoplo en los puertos

» En la guia coaxial que se acopla en los puertos del BPM supondremos solo la existencia del modo
fundamental TEM

» El campo magnético del modo TEM, apropiadamente normalizado para BIR-ME, viene dado por

1 1 b es el radio del conductor externo
— a es el radio del conductor interno

HTEM = @ A ' 2 1
b\T ¢ =—sinpx+cosqy r es la coordenada radial en cilindricas
2min (a) ¢ es el angulo azimutal en cilindricas

» En BIR-ME existe la convenciéon de que, cuando hagamos la integral del campo magnético en cada
puerto, debemos suponer que la onda electromagnética se orienta hacia dentro de la cavidad

» Por tanto, hay que definir apropiadamente el vector azimutal en cada puerto, y saber relacionar las
coordenadas locales (x’,y’,z’) de dicho puerto, con las del sistema de coordenadas global usado para
definir el BPM (x,y,z)

» A continuacion obtendremos los campos magnéticos del modo TEM para cada uno de los puertos y
las transformaciones de coordenadas entre el sistema global del BPM vy los locales
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Aplicacion de BIR-ME para un BPM

Calculo de Iy

Puerto +y Y
Las transformaciones de coordenadas entre el sistema local (S’) y el PR

global (S) vienen dadas por

! !

X =—X X = —X
— / .
Y—g—(z —13) y’=—z—§—da) X
_ !
z=5%da—y zZ'=r3=Y
x' =1cos¢’ X =—rcos¢’
_ !
y' =rsing’ y=—(2 —13) Esquema del acoplo entre el BPM vy el coaxial
= 7 = g B en el puerto +y. Definiciones de los sistemas de
=1n3=Y _ 2 a Sy coordenadas local (S’) y global (S)

VR (e ) s (2) - et (2 0))

N . 1Yy e . I & I 5
= —SIin X Cos = Sin — Z
4 4 T ¢y SIm@-x cos ¢ r; €s el radio externo de la cavidad reentrante del
BPM
1 1 g es el gap del BPM
P — (3 L I 5 d, es la posicion axial del conductor interno del
hTEM D\ T (Sln P XxX—Cos@ Z) coaxial acoplador
2rin (—)
a
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Aplicacion de BIR-ME para un BPM

Calculo de Iy

Puerto -y

Las transformaciones de coordenadas entre

el sistema local (S’) y el
global (S) vienen dadas por

/ ! X
X =X X =X
= ! — I __ g
=2 y'==(z=5~d)
Z=E+da—y' zZ=r3+y
x' =rcos¢’ x =r1cosq’
T
y' =rsing’ Y=z +13 Esquema del acoplo entre el BPM vy el coaxial
72 =v+r 7 = —rsin (p’ en el puerto -y. Definiciones de los sistemas de
y 3 coordenadas local (S’) y global (S)
2 I} — — Q — d
—_ [2 12 — |2 _9_ -~ 1 (Y - (Z “)
r=4x+y“<= |x +(z > da) = tan~! (S =tan1< 2
X X
- . 12 e . I o I 2
= —sin = — —
4 Sm@-x T COS ¢y SIm@-x oS¢z r; €s el radio externo de la cavidad reentrante del
BPM
1 1 g es el gap del BPM
E — —(—sin (P, % — cos (P’ ZA) d, es la posicion axial del conductor interno del
TEM D\ T coaxial acoplador
2min (—)
a
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Aplicacion de BIR-ME para un BPM

Calculo de Iy

Puerto +x vl
Las transformaciones de coordenadas entre el sistema local (S’) y el
global (S) vienen dadas por
4 X'
X=13—Z x' =y 7
Y/ g - >
y—xg )”=_(Z_E_da) X
_ !
z=5+da=y z'= —(x—73)
R
x' =1 cosq’ X=-z
y' =rsing’ y =Trcoso Esquema del acoplo entre el BPM vy el coaxial
7' = —(x—13) z =9 +d, —rsing’ en el puerto +x. Deflrjlcnones de los sistemas de
2 coordenadas local (S’) y global (S)
g
g 2 _ ' — (z ==
— [,12 12 — 2 _g _ 1 (Y _ 2
r=yxct+y°c= )’+(Z > da) '=tan"!(= | =tan™! 5

- . 12 1y . [P I 2
= —SIn = —SIin — Z
4 Sm@-x T CoS ¢y Sme-y cos ¢ r; €s el radio externo de la cavidad reentrante del

BPM
1 1 g es el gap del BPM
i_)l — —(—sin (P’ 5; — COS §0’ ZA) d, es la posicion axial del conductor interno del
ey D\ T coaxial acoplador
2min (—)
a
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Aplicacion de BIR-ME para un BPM

Calculo de Iy

Puerto -x

Las transformaciones de coordenadas entre el sistema local (S’) y el
global (S) vienen dadas por

x=z —r3 x'=—y

y=—x' y'=—(z—§—da) .\ ' N

_ g
Z—E+da—y, Z’=T'3+X

v

-

x' =rcos¢q’ xX=z =1

y' =rsing’ y = ;r cos ¢ Esquema del acoplo entre el BPM y el coaxial
=< — 7 qi i n el rto -x. Definicion los sistem

Z =1 +x Z—2+da 7 sin @ en el puerto -x. Definiciones de los sistemas de

coordenadas local (S’) y global (S)

r=+x?%+y?2= y2+(z—g—da)2 - tan—l(z’)_tan_l _(Z—%—da)

2 — 7 —
-y
N . 12y 1.y . [P I 5
= —SIn = SIn — Z
4 Sm@-x T CoS ¢y Sme-y cos ¢ r; €s el radio externo de la cavidad reentrante del
BPM
1 1 g es el gap del BPM
7 — (e I I 5 d, es la posicion axial del conductor interno del
hTEM D\ T (Sln P y—cose Z) coaxial acoplador
2min (—)
a
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Aplicacion de BIR-ME para un BPM

Calculo de la matriz de admitancias generalizada Ylg,f"v)

» La matriz de admitancias generalizada del BPM se obtiene con una simulacién numérica en CST MS
usando el modulo de Frequency Solver

» En nuestro caso (4 puertos, considerando solo el modo fundamental TEM), la matriz de admitancias
es de dimension 4 x 4

» La matriz de admitancias que proporciona CST MS esta referida a la relacion entre voltajes e
intensidades en los puertos, mientras que en BIR-ME se requiere usar la matriz de admitancias que
relaciones las amplitudes de los campos eléctrico y magnético

» La transformacidn entre ambas matrices de admitancias se logra, simplemente, multiplicando por un
determinado factor

» Sin embargo, merece la pena asegurarse y entender bien tanto los resultados de salida de CST MS
como los del factor corrector para aplicar BIR-ME posteriormente

» Con este propodsito, simularemos en CST MS un caso sencillo de matriz de admitancias, que se
pueda comparar con una formula tedrica analitica, concretamente, consideraremos un tramo de guia
coaxial, que se puede tratar facilmente con la teoria de lineas de transmision
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Aplicacion de BIR-ME para un BPM

Calculo de la matriz de admitancias generalizada Ylg,,f"v)

» Sea un tramo de guia coaxial de longitud /, por el que se propaga el modo fundamental TEM, el
voltaje y la intensidad de corriente de la onda vienen dados por

V(z) =V*te JBz f y—elbz

vt V- .
[(2) = —e JP72 _ __piBz
(2) Ze e Ze e

Calculamos el voltaje y la intensidad de corriente en el puerto
1 (z=0) y en el puerto 2 (z=I)

Vi=vV(O0)=V*+V~ Vy, =V() = Vte JBl 4 y—elBl

i(z, 1)

—_—

v(z, )

] —

e -

-« Az
Esquema de linea de transmisién

V+*es la amplitud del voltaje de la onda que se propaga en la
direccién +z
V~es la amplitud del voltaje de la onda que se propaga en la
direccién —z

V+ vV~ V"‘ . V- . Z, es la impedancia caracteristica de la linea de transmisién
I, =1(0) = A L, =I(1) = Z—e_]ﬁl — Z—efﬁl B es el factor de propagacién
0 0 0 0
B — 7,1
Vl == Z()Il _ - _ Vl 011
(1) Vi=VT+V- (+2) — V+=T 12 —*V —
(2) Zoll = V+ -V~
N . . _ R —2Zpy) _.
B) | Vo=Vte Flyy-elfl 3y 4) —> VT = (V2 + Zohy) o JBl (3)-(4) — V™ = > Ll
(4) ZOIZ — V+e_jﬁl — V_ejﬁl
32
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Aplicacion de BIR-ME para un BPM

Calculo de la matriz de admitancias generalizada Ylg,f"v)

En (2) sustituyo los resultados de (3)+(4) y de (3)-(4)

2) Zoly=V*t—V"~ p+ = V2t 2ol2) s p-= 2 _ZZOIZ) e Bl
2
Vo + Zoly) Vy—Zolp) . elBl — oI elBl + eI
011=(2 202)e1/5’l—(2 ZOZ)e—fﬂl=V2( > )+ZOIZ( > )=szsin,6’l+Zolzcosﬁl
En (4) sustituyo los resultados de (1)+(2) y de (1)-(2)
, , Vi + Zoly _ _Wn—-Zy
@) Zol, = V*re JBL — y—eifl Te=— V=T

(e7iBL + ¢~IBL)

— —e—JBl —JjBl
(V1 + Zoly) o—Jfl (V1 — Zoly) N (—e JFt 4+ eI

Zol, = — > > + Zoly > = —jVysin Bl + Zyl cos Bl
Recapitulando Sustituimos la segunda ecuacion en la primera
Vs N I =j&sin,6’l+(—jﬂsinﬁl+11cos,8l)cosﬁl
I =]Z—051nﬁl+12 cos fl VZO , Zy
v, — =jZ—zsin,BI—jZ—lsinﬁlcos,Bl+Ilcoszﬁl
12=—jZ—sinﬁl+11cos,8l 0 0
0

V,cosBl V, 1 j
I = —j L 2 __J _
1= 7 smpl Tz smpl T 7 COtALVL — escBlV)

33



Aplicacion de BIR-ME para un BPM

Calculo de la matriz de admitancias generalizada Ylg,,f"v)

» Ahora sustituimos la primera ecuacion en la segunda

—_

|4 |
Vv, _ (_2 : )

11=]Z—051n,8l+lzcos,6’l I, V]ZOsmﬁl +V]ZOsm,Bl+Izcosﬁl cos [l

V, o = —jZ—1 sin 1 +jZ—2 sin 8l cos Bl + I, cos? Bl
I, = —jZ—sinﬁl + I, cos Sl 0 0

0

V1 V, cos Sl '
I, = —j ! +j =2 4 ——L(cscﬁlvl—cotﬁlvz)

Jz,sinpl Tz singl T 7,

» Recapitulando, obtenemos las siguientes ecuaciones que nos relacionan las corrientes en los puertos con los
voltajes

I, =— ]—(cotﬁl V; —cscBLV,)
Zo

I, =— 4 (cscBlV; — cot BLV;,)
Zo

» Ahora bien, las matrices de admitancias estan referidas a redes de _UU ~_ _UUV ’—11
microondas, relacionando los voltajes e intensidades de cada puerto '
5%
» Ademas, existe una convencion de signos, de manera que las corrientes se é%
definen como positivas cuando entran en el componente y negativas Iy =D V- Iy

cuando salen
Esquema red de microondas con N-puertos
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Aplicacion de BIR-ME para un BPM

Calculo de la matriz de admitancias generalizada Yl;f‘”)

» Hay que tener en cuenta que el convenio de signos de las redes de microondas no coincide con la de las lineas de
transmision, que es el modelo que hemos usado para la deduccion de las ecuaciones anteriores

. v " v

— - — — ] —

> | > —? = | T -
Guia coaxial como linea de transmision Guia coaxial como red de microondas (2 puertos)

» En la teoria de lineas de transmisién, la corriente I, se define como positiva cuando la onda se propaga en
direccién +z (en el sistema de red microondas “sale” del sistema). Por tanto, debemos hacer el cambio I, por - I,
en las ecuaciones anteriores, ser coherentes con la notacion de redes de microondas

I, = —]—(cotﬁl Vi —cscBlVy) I, = —]—(cotﬁl V; —cscBLV,)
ZO 12 - _12 ZO
. — .
I, = —Zi(cscﬁl Vi —cotBlV,) I = _Z]_(_ cscBlVy + cotflV;)
0 0

» Finalmente, obtenemos la matriz de admitancias para la propagacion en la guia coaxial de longitud |

G [V B EE G )
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Aplicacion de BIR-ME para un BPM

Calculo de la matriz de admitancias generalizada Ylg,f"v)

» La matriz de admitancias anterior Y, relaciona las corrientes y los voltajes en los puertos de la red de microondas.
Sin embargo, en BIR-ME, se trabaja con la matriz de admitancias modal Y4, que relaciona las amplitudes de los
campos eléctrico y magnético

> La conversion entre las matrices Y e Y, se obtiene a través de un factor multiplicativo y, como se muestra a
continuacion :
E*es la amplitud del campo eléctrico de la
onda que se propaga en la direccién +z
. . . ) E~es la amplitud del campo eléctrico de la
E(z) = Ete Bz 4 F—olBz V(z) = Vte Pz 4 y—elPz onda que se propaga en la direccion —z
Z, es la impedancia caracteristica de la
linea de transmision (guia coaxial)

E* . E- . vVt , V- . n es laimpedancia modal
H(z) = — e JBz —__¢ibz [(z) =—e —JjBz _ ___oJjBz a radio conductor interno del coaxial
n Zy Zo b radio conductor externo del coaxial

Uo permeabilidad magnética del vacio

. . . . & permitividad eléctrica del vacio
Existe una equivalencia entre las ecuaciones de los campos Ey H, conlasde Vel ° P

E(z) & V(2) H(z) & I(2) n e Z, Zy =K= @iln(é)
I g0 2T \a
_ _L' cot Bl —csc,Bl) _ ]_( cot Sl —cscﬁl) E
r= Zy (— cscfl  cotpBl Ve —cscBl  cotfl = l:_o
0

j( cot Sl —cscﬁl) J ( cot Sl —csc,Bl) N

YEH:WY:_E —cscBl  cotpfl =—1,DZ—O —cscBl  cotpfl
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Aplicacion de BIR-ME para un BPM

Calculo de la matriz de admitancias generalizada yl;f‘”)

» Con la informacion anterior, podemos representar graficamente las componentes de la matriz de admitancias Y y
comparar con la matriz de admitancias proporcionada por CST MS

0.05 : : : 0.2 ,
——CSTMS
——Formula
0 L
__ 0157
@ 3
=~ -0.05 ~
> > 017
(@)] (@)]
o -0.1
E e
0.05¢t
015} ——CST MS
—Foérmula —
0.2 ‘ : ‘ 0 ‘ ‘ '
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 1.5 2
f (GHz) f (GHz)
. ( cotBl —cscpl [ =50mm
Y=—L( ﬁ ﬁ) a=051mm
Zo\—cscpl  cotpl b=1.17 mm

» Se obtiene una concordancia perfecta entre la formula tedrica y los resultados de CST MS

» Por tanto, concluimos que somos capaces de interpretar correctamente los resultados proporcionados por CST MS
y podemos pasar a obtener la matriz Y para el BPM vy, posteriormente, la Yz para su aplicacion al método BIR-ME
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Aplicacion de BIR-ME para un BPM

Conversion de voltaje modal a voltaje en puerto coaxial

> El voltaje proporcionado al resolver el modelo circuital en BIR-ME es un voltaje modal, referido a la amplitud de
excitacion del modo de la guia en el puerto de salida

» Cuando medimos en el laboratorio obtenemos el voltaje en la guia (en nuestro caso, un coaxial), que no coincide
con el voltaje modal

» La relacion entre ambos voltajes se puede obtener sencillamente como

-1 _
Ecuacidén para obtener los voltajes modales en BIR-ME —> Vl(ﬂ) = (YM%) + nglu'v)) Iz(u)

Modo TEM de la guia coaxial —> €TEM = -r dr = #dr

g v (dr v b W (9)
Veoax,p = f Vy érgy - AT = E j? = 4 In (E) — a
a /ann (g) a /ann (g)

=W
b es el radio del conductor externo
a es el radio del conductor interno
r es la coordenada radial en cilindricas
7 es el vector unitario en la direccion radial
Veoax,p €S €l voltaje medido en el coaxial situado en el puerto p
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Aplicacion de BIR-ME para un BPM

» Con toda la informacién anterior, estamos en disposicion de aplicar BIR-ME al BPM para obtener los voltajes de salida para
cada uno de los puertos de salida del mismo

» A continuacion se muestran los resultados de BIR-ME para los puertos 1 (+y), 2(+x), 3(-y), 4(-x). Se incluyen también los
resultados numéricos de las simulaciones PIC de CST MS, ademas de la formula tedrica

552107 . | <107 | | > Se observa que en
——CSTPIC 3l ——csTPic] todos las graficas,
ormuia o
3r EI'R-MIE T ——BIR-ME existe una
T rormula

concordancia
excelente entre las
simulaciones
numéricas de CST vy
los resultados de BIR-
ME

IVl (V)

» La expresion tedrica,

aunque presenta

' ligeras diferencias con

f (GHz) BIR-ME y CST,

también resulta ser

s ' l—r: bastante precisa para

3l ——BIR-ME |/ 5l —BIRME || estimar el voltaje de

Formula .

—— Formula salida por los puertos

del BPM

» A la vista de los
resultados, concluimos
que BIR-ME es
adecuado para
estudiar las senales de
salida de un BPM
excitado por un haz de
electrones
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